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摘要 

本 文 首先 用 一 种 不 同 于 常见 文献 中 的 方法 重新 证 明了 Euler- 
Maclaurin 公式 ， 然 后 为 了 后 面 的 工作 ， 给 出 了 关于 Bernoulli 数 的 一 
些 恒等式 . 在 第 三 部 分 本 文 用 这 一 公式 给 出 了 一 些 常见 的 求 和 式 的 计算 . 
在 第 四 部 分 ， 本 文 用 类 似 的 方法 得 到 了 其 他 一 些 递 推 关系 的 级 数 解 ， 
推广 了 Euler-Maclaurin Аз. 在 第 五 部 分 ， 本 文 叙 述 了 一 些 把 级 数 
转化 成 定 积 分 的 例子 .在 第 六 部 分 ， 本 文 继续 利用 Euler-Maclaurin 
公式 给 出 了 处 理 一 些 级 数 的 例子 ， 得 出 了 一 些 求 和 式 的 阶 ， 个 人 认为 
本 文 最 有 意义 的 讨论 在 第 一 、 第 四 、 第 五 、 第 六 部 分 . 


引言 


在 18 世纪 ，Euler 和 Maclaurin 分 别 独立 地 得 到 了 一 个 求 和 公式 ， 它 立刻 成 为 分 析 中 
很 重要 、 很 强 有 力 的 一 个 工具 ， 之 后 围绕 它 展开 的 研究 络绎 不 绝 ， 极 大 地 丰富 了 分 析 的 内 容 . 
他 们 的 这 个 公式 最 早 是 应 用 于 级 数 的 求 和 ， 包 括 给 出 求 和 式 的 阶 ( 甚 至 是 渐 近 级 数 )， 本 文 用 
一 种 不 同 的 方法 重新 证 明了 它 ， 并 作 了 初步 的 推广 ， 之 后 讨论 了 它 的 一 些 应 用 . 


Н) 


定义 


称 f(x) 的 差分 为 Af (x) = f(x+D) 一 了 (x). 如果 存在 一 个 函数 F(x) 使 得 
Е(х +1)— FG) = Р(х), ДК Е М Р(х) 的 反差 分 , 记 为 > f(x)Ax. 易 知 如果 F(X) 是 了 (x) 的 
反差 分 , 则 F(x)+C 也 是 , 其 中 C 是 一 个 周期 为 1 的 函数 (包括 常数 ), ЕЖА УЗ. 易 知 


EWEFA- FO) = Ра, +0 ЕС), ВЯ /(х) RRM, WA E /CWAx. 易 知 一 


х=җу X=X0 


个 函数 确定 了 上 下 限 的 求 和 是 唯一 的 . 


正文 


1. Euler-Maclaurin 公式 的 证 明 


现在 我 们 用 分 析 工 具 来 处 理 求 和 式 的 计算 . 


引 理 1: Z И = Г ре) Oa, 
х x 


证 明 : 
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š Кен) х+1 一 四” 
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定理 1(Euler-Maclaurin): WR f(x) 存在 所 需 阶 导数 , 则 

К N 
> fO) = >= a +D- (0) +, ЖЕН R, 为 余 项 . 
х=1 п=0 $ 


证 明 : 由 Taylor 公式 ， 


ee = Год ОАЕ 60 A +. ли Г "ara. 
W Ax =1, 得 Х+1 »+ уер Зи пар (п+1) t и 1)" i. 
fard =f о) + КО i 


f: o, то с) (х+1—)" 


/(х+1)- fG) = РО) [оа 


W /(х+)— fa) = g0), ео) = КА ош pi уы 


在 上 式 两 边 对 x 求 导 ,得 g'(x) = е а ка. (A 


10 о-в р ҺР 1)" аа, 
2.п! 


中 二 
则 g(x) TOR 三 Co 一 2.(n-1)! 


用 类 似 的 方法 依次 消去 F: 
О) аб) ао) + она) |" поў dt , ИВ ERKA, 


占有 a =1, 20 + иаа =0. Wa, =b, yy Во | 2 +...+ 2 = 
n! (п-1) 1! п! 0л! 1М(л—1!) (п —1)!.1! 


е үз ‚|+ 0, ` h =0. -. b, J Bernoulli Ж. 


k n+l В,(х+1—[)” а 
-$7 I во ИК КК 0)! 


k=0 


п-1 


а 


п 


对 上 式 两 边 积 分 , 得 f Oa) = | год = У Ве еко 
n È 


n=0 * 


Ат) о) = — (ft DG(k+D- РО) + К. 
х=] п! 


=0 


上 式 即 是 所 谓 的 Euler-Maclaurin 公式 . 当 Р(х) 满足 一 定 的 条 件 时 , 选取 合适 的 N , 可 以 使 
RAM Ry 控制 在 可 以 忽略 的 范围 内 , 此 时 前 面 的 有 限 项 即 给 出 了 求 和 式 的 主要 部 分 . 

这 个 证 明 是 我 自己 想 出 来 的 , 但 是 后 来 发 现 结果 是 已 知 的 . 我 得 出 的 结论 可 以 对 一 些 求 和 
式 的 阶 给 出 预期 的 结果 . 通过 更 进一步 的 分 析 可 以 讨论 对 f(x) 的 要 求 以 及 误差 项 的 范围 . 

当 f(x) 发散 得 不 太 快 时 , ЕНЕВ R, 一 0(N 一 oo) .在 下 面 的 讨论 中 我 们 总 是 假定 如 此 (可 


以 证 明 下 面 讨论 的 求 和 式 都 成 立 ). 此 时 上 式 变 成 FS > “(fH EtD- f 0). 


n=0 п! 


2. AXR Bernoulli 数 的 恒等式 


为 了 应 用 这 个 公式 ， 关 数 的 恒等式 . 根据 Bernoulli 数 的 生 
成 函数 一 = y x ,首先 需要 得 出 一 = -=> и. хе k kaq. 


e -1 топ! „рт! 


引 理 1 一 -> 二 єх" 的 收敛 域 为 四 < 2л. 


е* -1 n=0 


证 明 : 函数 一 一 的 模 最 小 的 奇 点 为 x= +2лї‚ МИЕ < 2л = 
ех 


Y= x" 收敛 


n=0 


ж №, 其 Taylor 级 数 


п 
г 


因此 , 在 其 收敛 域内 , 我们 可 以 对 此 级 数 逐 项 微分 或 积分 . 


n=0 


ВУК 1)" - Д ШИ ) 


п=0 
үа — > > п+2 _ e(e— 3) 5 ; Вз =з „266 ш = д. 
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е? —е 2; 
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coth = “cot 2n_ ix) = -1)"- x” Их=1, 8 ар са | 
2 p 2 [2)- 2А И? 2>( ) (2л)! О) Опи 2 (2 
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=. к ле муз E p ХЕК О ос В р 
- Е УВ, —— s) = у 取 x=1, 得 
dx e* —1 (e* —1)? ГЭХ п! > ах n! т уз n! 
у Be > e-e+l _ 1 
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© E P 2 _ _ 
类 似 地 ， у Эке __ e 2A y Ва Е И 
по n! (е-1) — n! (е-1) 


3. Euler-Maclaurin 公式 的 初步 应 用 


下 面 我 们 利用 上 式 来 求 一 些 常 用 的 求 和 式 . 


s +1 КЕ 5+1 пи 5+1 
В х B (К+1)*" В 
X = х = = 
= l = $ +1 = s+1 ~ s+l 


5+1 yy [s+l 5+1 СУЕ 
B (К +1)" B... В,( +1)" - B... 
_ 5+1 п 5+1 ° 5+1 п š 


PEN s +1 5+1 = 5+1 
Кі 
倒数 第 二 个 式 子 用 到 了 这 ~ 一 =0， 


s +1 二 人 5+1 Фи! s +1 
Вх В (к +1)" Ва 
5+1 п 5+1 п ç +1 Ё 


О йез n о B 


s+1 рр 5+1 5+1 


за s +1 


设 PCOO) 是 一 个 次 多 项 式 , 则 已"CoO(>s+D=0, 它 的 反差 分 是 一 个 *+1 次 多 项 式 . ВИП 
可 以 用 待定 系数 法 求 出 它 的 反差 分 , 也 可 以 先 把 它 展 开 成 Newton 级 数 , 再 求 反差 分 . 这 个 公式 
提供 了 一 个 直接 的 表达 式 . 


х=0 
© В а”! © oo ex 
yeah и Ули „В, 
п=о п! dx n=o n=o n! e-l 
k+1 
k х К+1 
Уе" S б Ах = е Е е —1 
二 0 e-l e-l 


OFr 


ВЛ 91 


пы 


п 


С (-е)- (x+n) e*(ne Z). 
ах" 


B| 2: 


Щщ 


TH 


0 
ПЕНЯ: `4 n =ОоЕ, (е) хе" = (х+0)-е“, Кал. 
x 


当 n>0 时 ,假设 当 n = 时 引 理 成 立 . 则 当 n=k+1 时 ， 
k+l К 

Pee) S| Sree) -L (x+n e)z e +(x+n) е = (х+п+1)-е*, УВУ. 
x х\ dx x 

所 以 当 n>0 时 引 理 成 立 . 

Ми < ОНУ, Ч п = 时 引 理 成 立 . 则 当 n = k — 1, 


ка -1 k -1 
(е) L ее) = L (к+лу-е*)= f (e+e Шш =(х+л)-е^ -f e'ar 


=(х+п)-е*—е* =(x+n-1)- e", | НН риал. 所 以 当 n<0 时 引 理 成 立 . 
# Е, 当 n eZ 时, 引 理 成 立 . 


2 В, вы 2 В «В, р 
ЕЕ e =) atn- )-е =(х—1).е* 2 TÀ T 
= " со В Е. x х 
КЕ pe $ Pa C ее 
e-l — n! e-l (е—1) 
К+1 
Е zf х К k+l k+l 
еу Е (х-1)-е е 2 е е 
за ! e-l ео e-1 (e-l) (е-1) 
Ke в" е Ke е(е* —1) 


+ = ; 
e-l  (e-D” (-1? е-1 (е-1)? 


类 似 地 可 以 求 出 у та Кен о.е р е(е +1)(е* -1) 


E e 
ух ТИ Ке“ Зу? е" 3k-e*"(e+1) ee +4е+1(е\ –1) 
全 < 2 (е —1)? (24) (е- 1) зла. 
«Уно 
> sin(x)Ax = = Б -Ус ше Ол опсом) — что = ВЕЕ 
Б) ыш, А, р] онон ак | сета) 
cos) 一 sin| 一 cos — |- cos(x) + sin| — |: sin(x) COS| х-- 
1 2) 2: 1 2 2 2 


.Sin(X) | = 一 二 | ———  —<o orI roo |= 


“J [= 


1 k+l 1 | í я 
k cof x = J со + 5) со) С + J Е co 人 
Ysin) = У "тех = = 


2sinf) Ө 2sin( 3 гаи 
2х | 2 2 2 
+1 


(5) > соз(х) 


DO 


В, а" ур Во gi l La oa pa. Ë 
ON cos(x) -2 1) Оп) 10) Leos = ео + sin(x) що) 


В | В р) | | (2) | | J 
cos| 一 sin| — cos| — |- sin(x) — sin| — |: cos(x) sin| x—— 
1 21 2. 2 1 2 2 2 
二 一 .Sin(X) 一 -с08(х) |= = 


ә) = |= 


| Я бз ТТ | 1) fl 
sin к=; sin KES sin Э sin кж + $10 2 
» соз(х) = х. соз(х)Ах = Е + _ 
х=0 


2 | 2 чи 2 sn 2 2) 
ЛА 2 2 2 


4， 常 系数 线性 非 齐 次 递 推 关 系 的 求解 


上 面 我 们 求 的 实际 上 是 递 推 关系 /(х+1)— f Go) = g (x) 的 级 数 解 .用 类 似 的 方法 我 们 可 以 
再 求 出 一 些 更 一 般 的 递 推 关 系 . 

我 们 知道 р(х) + p, f(x+k-1)+...+ p (х+1)+ р 7 (х) = а(х) (ро, Po- Pi 为 常数 ) 
ПОЗА /(х+®)+ p /(х+К—1)+...+ p (х+1) + pof(x)=0 的 通 解 加 上 对 应 于 g(x) 的 特 
解 . 下 面 的 定理 给 出 了 得 出 g(x) 的 特 解 的 一 种 方法 . 


定理 3: ИЖ р 0 + p -1" +... pra (= 0)" +k” О(К > 1) (ро, ру... Pi 为 常数 ) 成 立 的 最 小 
自然 数 ( 非 负 整 数 ) 为 a,( 定 义 0" =1), WR g(x) 存 在 所 需 阶 导数 , 则 
Газ + pf (Xtk-D+...+ pf (х+1)+ p f Q) = (х) 的 一 个 特 解 为 


n! N D y 
ДО) = ° те" (x)+ R, (Ry НАМ. 
ispa s сте Pisa Gs. кА 


no со 


>. МЯ x b и 
JER o, ERR НИЕ а 
e 十 Pi e ле ЕР. шт! 


证 明 : 由 Taylor 公式 , а(х) = f(x+k)+ p (х+К—1)+...+ pf (х+1)+ p, f O) 
А у= + ру (k — 1): р VenO A a 
Н уа +р,(К—1)' кыт 1+ ро: 0!)f (х) 8 
用 定理 1 中 的 方法 依次 消去 Р (х)... у(х). 

за э ВРО + рї" + р, ӨР" Уу, 


no! 


па! 
+ pra(k—D™ +...р,.1'°+р„.0* 1 


п! 


AS ае тт Уа р(х) +В, 


Јо) = - Уч +В, 


k". + Pa (k 1)” +... Pi 1° ро) 


Н а, ПЕ С, 根据 上 述 关 系 , 应 有 


<? п-т п-т п-т п-т а; 
2 Sa ера ДС а 
1—0 (п-т – D! 


š b; ; 
Wa, = рб , 则 | ктө! 4 Ж +. 11% + озчу __ 
> pa (k—1) “ри: АДВ sa mas 


п-п 


n n п-по-і п-т-— п-п 0”” 一 
> і В РЕ) +.. 19 ‘+ рь-0 0) 0. 
і=0 
Я А (е + Pra (Е — 1” +. . + Pi 1” + Ро . 0” уу = 
Е ЗЕ а 
` +... + p e" + po — n! 


А (е + Ра" (k – D” +.. .+р,: 1% + p, - 0” с 


п! 


- 


Уш + Peak D’ +... p1” + po 0" 


ще kp. Е)" +... + pi 19 + p0 h” 


со 


l 
БИТ + pi kD" +... ри + pi: 0")x" 


n=no г 


1 4 n n п 
— k + pa (kD +. вр 1 + ро:0") 


= 0” © b, А 
Е лл е СУАА = | x 
Ў "o 4 n 十 + т по \ „п-п n=0 И: 
и Ра К-1) пре pil po `0 у 0 


ә | T 
= (е + р. (к= 1)" +...р 1 + p. 0" к" „У ЗЕТА 


n=no М п=0 
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1 «(и п+п п+п п+п п+п 
ре = B. DT k... p ПР + po :0 )x” 


n=no l: i=0 
L; К , р 
= Йй (к р Ерик) Ë +...+ p Ра 0 + р, : Ü o), 
о: 


n—no 


Зы =l. орет D+ рү! + ру 0” 3)=0G2>1. 
由 以 上 递 推 关系 及 初 值 条 件 所 确定 的 序列 是 唯一 的 , …b, 的 生成 函数 为 


1 п п п п п 
ео ра Ом +... ра + ра 0" р 


0: 


е + р, et +...+ ре + po 


u х" _\ а 
ss О asss ss S 5 
е-+р, уе Hert p se +ру то: 
no! щ b, ї—п, 
则 f(x) = Ñ Ма 577" (х) + А, 


k” +p, (k-1 +... р: 1° + p :0" 3 


5， 级 数 与 定 积 分 之 间 的 转化 


一 些 级 数 可 以 通过 一 定 的 方法 转化 成 定 积分 . 虽然 这 样 做 以 后 并 不 一 шл 
的 结论 . 但 它 有 利于 我 们 去 寻找 一 种 统一 的 、 有 效 的 方法 来 系统 地 处 理 它 们 . 这 一 


结果 有 些 与 第 六 部 分 的 讨论 有 关 . 


" 1 
1 Еа 
= 

< еа с: SE Е 
Дана ети е 4 ит У а х’ 


х= X х= X x 
1 ме „үгү г 1 М 1 < у, 
| А & а Z *t4s = е xt es dt 
(з —1)! >| ($) x (s-)! $! (5—1)! [ экел 
Е T ale pij. 
(s—1)! % 1-е' 
5—1 5—1 
当 n olt, y 1 f e ва = 1 | t б = 1 | 1 t 
пай рас 01-е” (5—1)! 0е-1 Г(5) ® e'—1 


一 个 式 子 可 以 作为 5(s) 的 表达 式 . 


类 似 地 , 我 们 可 以 求 


10 


п 1 _ 1 | 1 -é gs- EF i — 
> = f e EdE = = ме с) ] 


хо (ха) х0(х+а) — par; х+а 
1 q єў _(х+а)+ „5-1 ща те. 5— 17 ° at у 5—1 
=——- e t` dt = e dt 
(5—1)! 2 | ето Уе МЕ ит |е Меч 
И беа ШО з. 
二 | e Уеа = | et е t° ldt. 
(5—1)! 2 сто (з —1)! 2 1-е 
4 -аї © (1-а) ° (l-a)-t 
当 n oo 时 ， У 1 1 f e а = 1 f е "шеш | d 
m (x+ a) (50)! 01-е” (== 1)1 0 '—1 Г) 0 e'—1 


此 即 是 Hurwitz Zeta РЕЖ С (з,а). 


А С) CD 1 
> = 


= га Са (x+a)' (в- 1)! 


q ЕТ Фр De р а 2—2 
Ka >ре D’*e з- = pi > ще Ге -at ер 


—t үп+1 
| е De =; s- ldt = 1 | 1+ е ) tdt. 


ЫЕ m (5—1)! 1+е“ 
oo _түх © 一 Qt да (1-а)а 55 (1-а) 
Мп — ойї, >` С ар ы | £ га = l f е idr =——| dt 
—(x+a) (5-1! % 1+е" (5—1)! 0 е +1 Г(5) 2 е +l 
буу 
х=1 х* 


SI SN 1 [= x—1 о (е 1 š е кг 1 —x-t , x—1 
2 2 G са | | ПО ера 


° 1 —x-t gX а = 1 -(х-ч х= Co eft 
s: жет t а = | < и“ Dig а= |е е "dt. 


$ х= е, = (х), У Е -| е е "dt = | ае)“ астоо) 
х=1 x l 

- Хах СЕЕ "dx =[ x “dx = Ге 

这 里 我 们 得 到 了 一 个 有 趣 的 事实 : 六 - 一 


х=1 х 


Въз 


— X: xx! 


在 得 出 这 个 级 数 的 和 之 前 ,我们 先 证 明 一 个 与 此 相关 的 定理 . РЛС т ЕВ AeA 


ME 
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引 理 3: =Š 1) 
По+й у ЖЕТ a 


(k>1l,keN). 


ИЕ о. 


1=0 
[4 
А ， А Пб +?) 
证 明 : 设 = > a, 则 1= У а, = 
k aps) > n+i) 2 п+1 
ї=0 
Hun = -i(i 0/,...к), #1=а ПО і 
ji 
定理 4: Уу] (k>1,k eN) 
=1 


алат УС! |, Е 


і=0 


| сега) lees 


бы) 


оо иа © Р Е: 
ха ХХ) 2 = 1! Узе = та с вас = `. tdt 
D 1 е“! -t e` 
=| ЕТ tdt = е "P 
Фх=е', у — = | хе (тх) Сао) = | хее" пб) |-2)е=- Ге mad 
x=1 X ° 


° 1 1 
2; т = GD Z y". (x — D! Di 


至 1 бою e ©. Ж а 1 К о е“! 
a ра 8) © С (п-1) >| т ет T | Е. ти 
-(х-)ч 


1 © 2 © 5 
= 一 一 :| Py -tdt = 1 | а -e tdt. 
(п—1)! 2 ~ (х-1)! (п—1)! 5% 


&х=е", лу = —= т ее њо)" Сто) 


т 
к. [х е“ - (In(x)) | Ца Тит fe (100) ах Г [е (по) dx 


=% 1 
25 
3 


RETO) = Г(а + В)В(а, В), „Г? (п+1) 


2п\ ГОп+1) 
п 


а x ‚Ва, +1) = 2л +)В(а +1,п +1) = (2л +f х”@-х)"ах = [Qn +1(х-х?)"ах. 
根据 Abel 分 部 求 和 公式 ，> Ол+1)(х-х?)"Ап ка сам 
КРИТИКЕ a 
п 

г О<хд-х<1, .0<х1-жю<х-х? < 1. lim(2n + 1) s кз a 


“| 
(Kx) ох) За-х) 2-х) _ x -2x +4х —3х 
—х^—1 п) х—х°—1 (x-x -1 (x— x° -D7 
xí 2x +4x —3х 
(х—х° —1)? 


lim(2n + l 


> Ол+1)(х-х°)"Ап = 


》 =È [опа х?)" ах = > nt De х?)"ах -fS (2n+ D(x—x 2)" ди 
(5) 

ss: -2x +45 a- 2@х-1) + Е) ER EA 
о (х—х?—1) З(х2-х+) 9 J3 в: 07 


Жш, п 可 以 求 由 Р ни пону СР. Es<1(se2) 
n n 


к А om 1 _ 17“ съ" 2 
处 的 值 эке у, f i <® T “| = 65-3 3240 > "| -5°0. 
п 


п 


这 些 恒等式 成 为 Apery ПЕНЯ Z (2) СЗ) 的 无 理性 的 工具 . 
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6. Euler-Maclaurin 公式 的 进一步 应 用 


前 面 推导 出 的 Euler-Maclaurin 公式 是 一 个 很 强 有 力 的 分 析 工 具 . 然而 ， И 
处 理 了 一 些 收 敛 级 数 . 用 它 来 处 理 一 些 发 散 级 数 仍 会 得 到 一 些 很 重要 的 结果 . 因为 是 处 理发 散 
级 数 , 所 以 中 间 过 程 中 存在 着 一 些 不 严格 之 处 , 但 是 结果 可 以 证 明 是 正确 的 . 应 用 a 
于 发 散 级 数 的 理论 可 以 提供 一 个 严密 的 证 明 . 


(ne N). 


4 __1 此 时 引 理 成 立 . 
x х 


Ча = КЇ, 引 理 成 立 , Ди И Ера а =: i po | 
x 


ЖЕ О = р)“. (К+! ,此 时 引 理 也 成 立 . 
x 


хе? 
# Е, 引 理 成 立 . 


о 1 п-1 
А ук т-у D д р Ж#Н Тхэ 02 
п=о Й п= п! п=0 X 
外 都 是 发 散 的 . 但 是 我 们 可 以 形式 地 计算 它 的 发 散 和 . 
由 ri nn ,得 
аети = [е ЕР ша 1)" ниш = е.а. = х-ті, J 
0 е ир ( 
с n B, —x-t А. _ n 
> CD Т fe -tdt = е 1)” Ге ща = z "ДЕ 
= yeay | 2 一 ау Ах 一 Ва е“! иа . 这 里 用 到 了 Laplace 变换 . 
Sl sel me a Ген Ра Ге t as Та 
2 2, Ах lim |, рита г | е = в [е а г = | == f. 
这 与 前 面 得 到 的 结果 相同 . 


ыз 


а” „л (5)? „1 (s+n-2)! 
H =(—1 1 

引 理 5: р nl =: =( ) хт 1 =( ) (s -1) ых" 
(5) =5.(5+1...(5+п-2) Жк БЛИВО, (5) 7 =(пє №). 


此 引 理 的 证 明 与 引 理 4 很 类 似 , 故 从 略 . 


(5>2,5ЕМпЕМ), Ж 


y мо У В d D у ма 2)! 1 з ааа 2)!B, 
ит п! dx n—l x° T ! —1)!х s+n—l да -1)!22 хе 
_ 1 у= ОО В, 
узи = и 
ЕР —t 
由 上 题 1)" A= -f е Бери 
а"? oo а"? Е (п +1) 3) 4°? o 1 
ах 5—2 > 1" ден 22 1" В, " dx 5—2 x”! -> 1) B, хп 1 = ах“? | е сак у 
5-2 S 5 з © ГАЗ 
= | 2 е“. zI dt = be™. ре. ы. dt = т f. 
0 ду? e" -l 0 e" -l 0 e" 一 
= 1 1 5—1 1 дА = s—1 
сузе та (-D™ lim | 0 dt | ы а 0 t 
Xx (у е. (ее е -1 |, 


үз] я 5—1 м a 
sepu ра куу = fa- l [—a 
120 е'—1 (5-1)10 e'—1 Г(5) 9 e'—1 


引 理 6 СО" ЭҢ, > D. ЗЕ, 


ы Ш + y repni 0 з: соь 


п! п=1 ! п=1 


кез Fo Е вт к ее 


=] 


< В, [> 1 < n Pn [° -у ү -у n=l 
енсеси ж а > he e”. y"'dy 


aS 1)" = x п—1)!= Ёё „ке: ОШ Ат =In(t) — =) л 
. ее '* -é 
ша | Е елы 


я -të e Х+1 
х+1 | е [ Š č Ци 
0 £ (|е”-1 | 


= 10(х+1) +0(1) -[е* = + За 


у! = Ум = 1000), 


га? 


со -ő — 
точное ГО | = 
е 


Мх 一 oo 时 ， > ~ln(x+1)+7y ~ In(x)+y,， 其 中 y=-[ = [= 4 КЁ map Wtti Euler- 
oss 


ç 
1=1 


Mascheroni 常数 . у = 0.5772156649... 


а) У nA). 
引 理 7: си (г) = (—1)" г. ПРО ПА > 2) .证 明 从 略 . 
Ушел =У то) =) +2. с 
К a (-0”В, 
| ы n$ = = э 
三 = и КЫГА T Do B, ёё, 
2 р" =6 БЕН -2)-: ре ) 
“е 3 ЖЕЗ : -të n B, за 2 п В, Е = п-2 
м =: é=fe ус» dé = „со a pette dg 
А y Я = тул В, т -У , 4,1-2 
Уер се еу з, У 
В, 


ов {== š 
та ЖИЕ z ya 1 Es. 


90 пре 一 
imf ° ( =e ео. 
1-0 J0 £ e° —1 2 


Х+1 


Уве = У тм = | - Э (1) – ] 


-[х+ о х+о() - 5 E = и 


1 л Е - : 
|3) ночор |, [== р се 


当 x 一 oo 时 ， е Е по Е -х- с- |, з по х+1+С, ЖФ 


人 三 | таа, 
i (етер Шш 
后 一 个 渐 近 式 用 到 Е 


|а + Э In(x +]) – б + Э mo) = DE + | пы + l 1)- = DE + ЗЕ + (1) =1. 
хә 2 2 хо 2. x х 2 Дх x 


Уо Ë | е ооо х- Кл). 


2-3 = оуу 1. 


ё 


1 x 
推论 1: Hx oo If, лх!=Г(х+1)-./2лхх ?-e™ = == . 


1 1 1 
Ук (ет под-ннойет нол) 十 二 
证 明 : Г(х+1) = x!= П! Це = =e? 2 2. 


1=1 1=1 


Ae Пал) за u 
А x — co , Х-Гх+)-х ?-е“.е? =42л:х 2.e "= ==) Е 


G)y ив. 


引 理 8: > ЗУ п > Зу. 证 明 从 略 . 


п-1 


ив) = г „то 


> итд! = г1п@) + = no) +1) 


ш: 2 £ t 1 r 1 ¿° с)" В, 
| 1 ; 
+ a D а а) ш) при (п-1)-(п- ура 


ч 1 >: š ч „В, п-3 
к КЕ р 


к. 
се È И "и бА -Усо реч чан 


Бон he- „с u залай 
kan (рев nD) -+ ры = = Eu 
ЕЕ 


2 


ӨЛ созу n s кле ка 
— x 4 12] 


_[# z 1 гах еее. 
-| 十 м Я мз. 3 = чш. 


2. 12 


х? 2 1 х? 
X yo okt, Yre) ~| 二 + 二 пи In(x +1 5 сч МСА а о СЕ 
@- ++ +U 2 272712] 74 


—- РЕ ер" ч i ч. 
; ал 0 


一 个 渐 近 式 х x 1 хх х x 1\ [1.1 
后 ый ёа Ens 5/! п(х) = Ё аа J 
Ë x ЗЕ 1 ©) x 1 
= +—+ z+to| — ||=—+—+o(). 
2 2 12 Дх 2x х 2 4 


2 
&' ИІ 


推论 2: Чх ой, Це и: 


1 = сш 1 1 1 1 
А=ехр ao | > тела ШЕ № Я 
& ете) 67 226 6 
угш) Е: 3 je х1 гук 


证 明 : Пе -Пе» =e =A:.x2 ?!?2.е 4 


其 中 A=exp| +- f et | a a ае | 即 是 所 谓 的 Glaisher-Kinkelin Ж. 
4 02 Се) £ 2⁄2 12ё 
A =1.2824271291... 


(6) У агсѓап(?). 


1=1 


п-1 Р А | я 
引 理 10: = асац) = а ~ > @—>›,п > 2). ЖН Р, (是 关于 1 的 -2 次 多 项 式 . 
t I + ГА 


1 
ПЕВ: 当 n = 2 时 ， < тако) = - > 此 时 引 理 成 立 . 
假设 当 关 = k(k > 2) F, 引 理 成 立 . 则 当 n =k+1 时 ， 


k k-1 „(+2 kai _ „в. (+2 к-2 
L пасат = < 1: zy arctan(t) к ска). ЕОС) НОИ CEN - A кү ы 
й dt \ dt dt\ (С +1) (7+1) 


Води ж) =. = Pat) _ = .此 时 引 理 也 成 立 . 
(2+1) Гара + 


综 上 , 引 理 成 立 . 


引 理 11: 如 果 f (х) ~ си (х->=,пе N), Уа, Р(х) = o| дао k21). 
x 


п=Ё 


18 


证 明 :… f(x) ~ 


х"! 


1 хоо), IMM, ЧАМ, Afb т. 
Х 


К oo 
Wc = шаха :bi,...,ap Б}, W Ya, Ро) У, І <e) DOM l аге 
_ x 


Уа, -Ј, О) = 4, Jo — co). 


п-1 


引 理 12: 一 arctan(t 
а ° 


+ 
<?" (n= DnA BAO 


t=0 


nl а xm 
2 0 те x 


arctan(t) А Е 
МЕНЯ: 根据 arctan(z) 的 Taylor 展开 式 , arctan(t) > = rO n 一 Ун, 得 
п=0 п=0 

n 0(n 为 偶数 ) 4" 0(n 为 奇数 ) 

~arctan(1) = n- ‚ — arctan) = n ; 
dt со 101) 2 (п-п) dt :0 CD? (nn 一 2)!(n 为 偶数 ) 
У arctan(t)At = í а arctan(t) 

1 B, а" 
t— 3 arctan(t)— пу? +1+ > 一 —arctan(t). 
п=2 
3 arctan(t) = > arctan(t) = уви arctan(t)At = ( - > arctan(t) - му? + ] 
1=0 0 
© п-1 х+1 п-1 
2 е — агсќап(ї) | - с: Tarcan +D- ух? +2х+ даи l 


оо 


В © В 
- —2 (—-1)" (2n - 2)!= Ë кы +2х+2 + 41)- GITA o; 


а (2n)! п=1 2п(2п – 1) 
= В x т 1 x x 
n 2п 2п 一 п-1 2п x? = ШЇ 
ЗС же моон С a| DR 
“e Е па Baon ЕД п-1 Do, Г? е. Е?"-2 
| = (1-8 cot [ег че р > т -jz- 2 g се "а 
__ = п-1 п 2 Зу. У п-1 2п i =y , „,2n-2 
= 24) K e (2) 4 ЭХ 1) Ол шүре] e” . у” “ау 
= В 1 
= 1 п-1 2п 
ZC он о, ўе О mOn-D 


当 x >}, У ачап) - (x Tarcan + аба +2x+2 > реа 2% 


1=1 = 1) 


СВЕТЕ +2х+2-с- а J ух? +2x+2-c= х-л? +2х+2-С 


к О Ту. 
其 中 C= z | ZO A 


(>r (О, "же" e =1...1=0 是 1' 的 可 去 奇 点 .我 们 定义 当 t=0 时 , 1' =1). 


1=0 


п-1 
а t! == т"! А 


引 理 13: Р, G(In() +1)) ~ (+ "а -» ®,п >1). 


п-1 


0 


证 明 : йл ПН, би = =т'(пй)+1)°, ЖЕ} 
假设 当 n = k(k > D 时 , 引 理 成 立 . 则 当 n=k+1 时 ， 


KAL. 


H 


ШК sP аа 2 
а [з= Ts ) = я ( „Ре Gne) +1)))=г kane) + 1) -k +1): Р, Gnt) +D) 


ВИ. P (11000) +D) nD) +2) =t Р, EA + D) - г ап) +D", 此 时 引 理 也 成 立 . 
‚к Е, УТЕ. 


Улу Ë а ри реа “= frd — 6508 ив +1)" 


п=о ш(О +151 


= ['а+ : а Е | т (ео). 
(+ eo ет 1 щ(0+1 
x х+1 { 1 1 
х+1 х+ x+ 
t= t'At=| tdt+ ~| tdt+t 
> > |: 2a а | = БОТ. ЕР 


п-1 
al det +1) : с -C ,其 中 C= x ў x= j 
0 е-(х+1)—1_ ша+0+1 = йа" РЕ 
意义 下 的 和 ). 


oo Ь а”! | 
> | 


п=1 n! 
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